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Resumo—O presente artigo tem como objetivo a
obtengdo de circuitos equivalentes sem o0 uso de fontes
controladas para circuitos com N-portas estritamente
passivos. A obtencdo dos parametros Z da inicio fazendo-se
analises no circuito original, realizando-se deducdes
analiticas que resultam em circuitos equivalentes afim de
facilitar os calculos até se chegar nos parametros desejados.
Além da obtencdo dos parametros, nos circuitos
equivalentes em estrela, resultantes dessa deducdo, é
possivel obter-se os valores das impedancias presentes no
esquematico sem conhecimento prévio dessas, realizando-
se medi¢cdes nas portas do circuito e fazendo o uso das
equacdes apresentadas. Em seguida, é feito o caminho
inverso do mostrado para obtencdo da matriz, ou seja, a
partir de uma dada matriz de impedéncias, é obtido o
circuito equivalente inicial, com 6 impedancias. Essa
obtencdo é realizada pelas equagdes analiticas até o
momento em que se chega a um sistema algébrico de
equacBes nao lineares, que é preciso ser resolvido via
MATLAB por método de aproximacdo com auxilio da
funcéo fsolve.

I. INTRODUCAO

A simulacdo computacional é utilizada para investigar
situacbes do mundo real a partir de modelos matematicos.
Na engenharia elétrica, a simulacdo de circuitos se da para
analise comportamental de como um circuito reage a
diversas situaces de maneira virtual, sem a necessidade de
componentes fisicos para a elaboracao de protdtipos, assim
evitando custos, tempo para a montagem e medicdo de
esquematicos [1].

Circuitos equivalentes sdo usados para analise de
circuitos de maneira simplificada, ou seja, um circuito mais
simples para se obter os pardmetros desejados. Essa
simplificacdo se da pela possibilidade de se observar
circuitos a partir de terminais e reduzir o nimero de
equacles necessarias para as medicGes. Um circuito
equivalente deve ter sua medicdo igual tanto na sua forma
original quanto na equivalente [2].

Mesmo partindo de esquematicos puramente passivos,
seu circuito equivalente pode conter fontes controladas,
como no caso de quadripolos que em seus equivalentes ha
fontes controladas por corrente ou tensao [3].
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Este artigo tem como objetivo o estudo de circuitos
equivalentes que ndo se utilizam de fontes controladas,
bem como o célculo de suas impedancias a partir dos
parémetros Z ou de medices feitas nas suas portas.

I1. CIRCUITOS EQUIVALENTES BASEADOS EM
MATRIZ DE IMPEDANCIAS (Z)

Seja um circuito qualquer a n-portas que se deseja
calcular a matriz Z. Este circuito deve obedecer a algumas
restricbes: deve ser linear e ndo pode conter fontes
independentes. Dessa forma, sdo permitidos apenas
resistores, capacitores, indutores e fontes controladas.
Esses elementos permitidos sdo classificados em: passivos
(resistores, capacitores e indutores) e ativos (fontes
controladas). Ao variar do circuito original a n-portas
contendo somente esses quatro elementos permitidos,
variam-se apenas os valores dos n? elementos da matriz Z.

A seguir, serd feita a analise tendo como base um
circuito de 3 portas, mas esta discussao se estende também
para circuitos de n-portas. Na Fig. 1, tem-se 0 esquematico
do circuito equivalente de matriz Z com 3 portas, que
possui 9 parametros Z; [3], 6 fontes de tensdo controladas

por corrente e 3 impedancias.
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Fig. 1. Circuito equivalente de matriz Z com 3 Portas
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Os nove pardmetros do circuito da Fig. 1 podem ser
escritos na seguinte forma matricial:

Vi Zy1 Zip Zi3 I
Vol =221 Za2 Zaz||I2] D
Vs Z31 L3y Zz/) \3

Pode-se obter os valores da matriz Z a partir do sistema
V=ZI, mostrado em (1), aplicando uma fonte ideal em uma
porta e deixando as outras duas portas abertas no circuito.
Por exemplo, para a coluna 1, aplicando-se uma fonte ideal
na porta 1 e deixando as portas 2 e 3 abertas, tem-se
[,=I=0 e assim é possivel se obter as equacles para
determinar os valores de Zi1,Z,1 € Z3;:

Zy, =Vi/1, @)
Zy1 =V /L4, (3)
Z3 =V3/L. 4

No célculo dos valores para as colunas 2 e 3, basta
repetir o processo, agora o fazendo para as portas 2 e 3. Se
esse circuito original contiver apenas elementos passivos,
ele é reciproco pois com a permuta entre uma fonte ideal
em uma porta e um amperimetro em outra porta, esse
amperimetro mostrara a mesma medicdo, por conseguinte
sua matriz de impedancias sera simetrica, ou seja, Z;=Z;

[4]

Além da matriz e do circuito equivalente de
impedancias demonstrados, também ha outros circuitos
equivalentes como o de admitancia () e de espalhamento
(S), que possuem o0 mesmo nimero de elementos da matriz
Z e também se utilizam de fontes controladas. Estdo
disponiveis relagdes analiticas que relacionam 0s
parametros presentes nas matrizes Z, Y e S [5].

111. CIRCUITOS EQUIVALENTES PURAMENTE
PASSIVOS

A discussdo em sequéncia terd como base um circuito
passivo de 3 portas, porém ela também abrange qualquer
circuito de n-portas estritamente passivo.

Na Fig. 2, tem-se um circuito equivalente para 3 portas,
com 6 impedancias, 3 tensdes de porta e 3 correntes de
porta. Desse esquematico é possivel se obter os 9
parametros da matriz de impedancias (2).

Fig. 2. Circuito equivalente puramente passivo

Partindo do circuito da Fig. 2, tem-se inicialmente 6
impedancias e deixando as 3 portas do circuito abertas,
nota-se que as impedancias Z,, Zs e Z, formam um circuito
em estrela, e aplicando-se uma transformacdo nesse
conjunto, resulta no circuito equivalente da Fig. 3, sendo
que cada nova impedancia, Zyc, Zgc € Zag, é resultado das
equagcdes:

_ ZyZstZglst+ZeZ,

ZAC - Zs ’ (5)
ZpZs+ZgZs+ZgZ,
Zpe = 425 ;45 6% (6)
ZpZs+ZgZs+ 262,
Zyg = %‘564_ (7
ZAE
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Fig. 3.Circuito ap6s a transformagao estrela para triangulo

Ainda na Fig. 3, fazendo-se a andlise é possivel notar
que o circuito possui 3 pares de impedancias em paralelo,
onde é possivel se obter as impedancias genéricas Z,, Z, e
Zs:

Z{ =21//Zac (8)
Zé =Z3//Zpc, 9)
Zé =Z3//Zss. (10)

E entdo possivel redesenhar o circuito inicial como
apresentado na Fig. 4, com 3 impedancias.
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Fig. 4.Circuito ap06s as associacfes em paralelo

E agora partindo do circuito da Fig. 4, ainda é possivel
fazer outra transformacgdo com as impedancias, agora de
triangulo para estrela formando o circuito da Fig. 5. As
impedancias Z,, Zg € Z¢ do circuito sdo definidas pelas
equacdes:

, 47
A — 747 70
1 2 3

(11)



_ 5z
Zp = zl+zh+z) (12)
_
Zc = zl+zh+zl (13)
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Fig. 5.Circuito equivalente em estrela

A partir do circuito da Fig. 5, é possivel calcular cada
uma das impedancias a partir da matriz de impedancias Z,
gue sera uma matriz 2x2, da seguinte forma.

Primeiramente para calcular os parametros Z,; € Z,1,
deixa-se a porta 2 aberta, onde se obtém o circuito da Fig.
6.

+ +
Vl ic V2

Fig. 6.Circuito equivalente em estrela com a porta 2 aberta

Como discutido anteriormente, o0 parametro Z,; pode
ser calculado por (2), ou seja, pela impedéancia equivalente
vista da porta 1, o que resulta na soma das impedancias Z
eZc

V;
leszZA‘l‘Zc. (14)

Para Z,4, calcula-se por (3), sendo que a tensdo V, é a
queda de tensdo na impedancia Z., logo:

V2 Zc Vi

Loy = L Zatzc (15)
como Z;1=V; /1; =Z,+7Z., tem-se
ZZl = Zc. (16)

Para os parametros Z,, e Z;,, 0 processo é analogo,
mas agora tendo a porta 1 aberta. Assim, se obtém:

Zy =Zg+Zc, (17)

Zip =2y = Z¢. (18)

Substituindo o resultado de (18) em (14) e (17), é
possivel isolar também Z, e Zy

Zy =211 =2, (19)

Ly = Z1yy — 1. (20)

Dessa forma, é possivel deixar as 3 impedancias do
circuito da Fig. 5 em funcdo dos elementos da matriz Z.

No caso discutido, ao fazer a transformagao estrela em
triangulo se eliminou o terminal positivo da porta 3,
resultando no circuito da Fig. 4. Para esse mesmo circuito,
ainda existem mais dois casos possiveis de transformagao
estrela em tridangulo onde sdo possiveis eliminar os
terminais positivos das portas 1 e 2, descritos a seguir.

Eliminando o terminal positivo da porta 2, as equacGes
resultantes sdo:

Z,:l =Z11 — Z13, (21)
Zp = Z33 — Z13, (22)
Zp =713 =13. (23)

Eliminando o terminal positivo da porta 1, as equagGes
resultantes sdo:

Zp="733-Zy3, (24)
Zézzzz'zza (25)
ZE=ZZ3=Z32- (26)

Além de encontrar os valores das impedancias do
circuito equivalente a partir dos parametros da matriz Z,
também € possivel encontrar seus valores a partir de
medicdes feitas em portas. Tais medigdes podem ser feitas
da seguinte forma.

Partindo ainda do circuito da Fig. 5, aplicando uma
fonte ideal V; naporta 1 e deixando a porta 2 aberta, chega-
se no circuito da Fig. 6, onde a corrente I, é dada por:

Vi

L = Zeq (27)
mas,

Zeq =Z,+Z (28)
(]

Ze =2 (29)

_11'

Substituindo (29) em (28) e ap6s essa substituicao,

substituir  (28) em (27), tem-se 0 seguinte
desenvolvimento:
V; V=V
11 =ZA-:V—2=ZA11+V2 =V1 S ZA:# (30)

Substituindo (30) em (28) e depois em (27), tem-se 0
seguinte resultado:

(31)



V V;
I =W=ZC11+V1—V2 =V~ Zc =f-
Para a obtencdo de Zg, 0 processo é analogo ao para
obtencéo de Z4, contudo, com uma fonte ideal aplicada na
porta 2 e a porta 1 aberta. Assim, chega-se em:
Zy = il (32)

I

Z, =2 (33)

I

IV. RESULTADOS
Seja a seguinte matriz de parametros Z:

8 2 3
z=(2 7 4) (34)
3 49

Em (34), tem-se uma matriz simétrica e 3x3, ou seja,
gue corrobora com o argumento de que seu circuito de
origem deve conter elementos passivos e possuir 3 portas.
Logo, nessa matriz € possivel aplicar as equagdes presentes
na Secdo |11 desse artigo para se chegar no circuito da Fig.
2.

Para isso, inicialmente, utilizam-se (17) a (26). Assim,
tem-se os valores de Z,=6, Zg=5, Z-=2 para 0 circuito
equivalente em estrela para as portas 1 e 2, Z,=5, Zz=6 e
Z.=3 para o circuito equivalente em estrela para as portas
1e3,Z,=5, Zz=3 e Z.=4 para as portas 3 e 2. E possivel
realizar uma transformacéo de estrela para tridngulo em
cada um desses circuitos, assim, obtendo-se os valores
7,=10,4 , Z,=8,667 , Z3=26 , Z,=10,5, Z,=12,6 ,
Z5=21, Z,=15,667, Z,=9,4, Z,=11,75. Com esses
valores é possivel escrever de (8) a (10), e também as
respectivas equacOes citadas nessa etapa para as
combinages das portas 1-3 e 2-3, resultando em:

Z21(Z4Zg+7476+75Z¢)
10]4: 1\&4 45T LybeTL54L6 , (35)
21Zs+Z475+2476+7Z5Z¢
Z21(ZyZg+7476+757¢)
8,667: 1\L4L5TL4L6TL5L6 , (36)
71Zs+Zy75+2476+15Z¢
Z21(Z4Zg+7476+75Z6)
- 1\L4L5TL4L6TL5L6 , (37)
71Zs+Zy75+2476+15Z¢
Z21(Z4Zg+74Z6+75Z¢)
10,5: 1\&4 45T Lyl TL5L6 , (38)
VAVAS Y AVAS Y AVAS YAV A
Z21(Z4Zg+74Z6+75Z¢)
12,6: 1\4&445 446 546 : (39)
VAVAS Y AVAS Y AVAS YAV A
Z1(ZyZs+Z4Zg+Z5Z¢)
21: 1\4445 446 546 : (40)
VAVAR Y AVAR YAVAR VA VA
Z21(Z4Zg+74Z6+75Z¢)
15,667: 1\4&445 446 546 , (41)
— Z1(Z4Zs+ZyZe+ZsZ
94 = 1(Z4Z5+74Z¢ 56), (42)
I1\Ls+Zy75+247g+ 7157

21(Z4Z5+24Z6+Z5Z6)

11,75= .

(43)

As equacdes de (35) a (43) formam um sistema de
equacdes algébricas ndo lineares nas incAgnitas (ha
produtos entre Z; ,.., Zg), € ndo é possivel obter uma
solucdo analitica para esse sistema. Ento, recorreu-se ao
uso do MATLAB para a solugdo numérica do sistema,
usando a funcéo fsolve.

Usando como estimativa inicial Z,=12, Z,=12,
7,=48,7,=24,7s=24¢Z,~18 , & obtida a solucéo
aproximada Z,=11,60, Z,=10,48, Z;=54,16, Z,=25,00,
Z:=12,50 e Zy=25,00.

Por conseguinte, substituindo-se o valor de cada
impedancia por sua equivalente no circuito da Fig. 2, e
seguindo o processo descrito na Secéo 111, é possivel chegar
nos valores da matriz de pardmetros Z dada por (34).

V. CONCLUSOES

Para o caso estudado, os resultados ocorreram de
acordo com o esperado para 0 processo descrito no artigo,
sendo possivel assim, a obtengdo do circuito equivalente a
partir da matriz de pardmetros Z como contraprova do
exposto.

Embora comumente se utilizem sempre circuitos
equivalentes com fontes controladas, este trabalho
apresentou uma abordagem sem o uso de fontes
controladas e aplicavel para circuitos passivos. A remogéo
das fontes controladas permite que algumas analises sejam
simplificadas, por exemplo na aplicacdo do principio da
superposicao e na obtengdo de impedancias equivalentes.

A necessidade de utilizagdo do MATLAB para a
solugdo do sistema algébrico de equaces requer o uso de
aproximag0es iniciais apropriadas para que o resultado
venha a convergir para o ideal.
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